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Bedeutung
von Zufall und Wahrscheinlichkeit

Wirtschaftliche und politische Entscheidungen basieren
haufig auf Annahmen und Vorhersagen kunftiger Ereignisse.

Entwicklung der Wirtschaft = Aktienverlauf
Entwicklung der Fluchtlingszahlen - Haushalt der
Regierung

Voraussichtliche (erhoffte) Produktnachfrage -
Investitionshohe...

Anzahl der Naturkatastrophen ->Hohe der
Versicherungspolice
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Quantitativer Aussagen

Ausgang eines Fulballspiels
,ochalke wird das nachste Derby zu 90% gewinnen®

Joker bei Gunter Jauch
Jlch bin mir zu 75% sicher*

Klassenarbeiten & Klausuren
,lch bin mir zu 80% sicher, die Arbeit zu bestehen®

Wirtschatftliche Entwicklung

,Das Wirtschaftswachstum der BRD wird im nachsten
Jahr 1,5% betragen”

Wetterprognose
,Die Regenwahrscheinlichkeit betragt Morgen 70%"
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Quantitativer Aussagen

Ergebnis beim Munzwurf
,Kopf fallt in der Halfte aller Falle"

Ergebnisse beim Wurf einer Reildzwecke
,Die Reillzwecke fallt in 60% der Falle auf den Kopf*

Ergebnisse beim Basketball
,Dirk Nowitzki trifft zu 75% den Korb*

Aus Aufgabenstellungen

,2Aufgrund von Erfahrungen weil} man, dass 5% der
Birnen defekt sind®
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Herleitung quantitativer Aussag

Wirtschaftliche Entwicklung

Das wirtschaftliche Wachstum wird im nachsten Jahr
2% betragen

Grundlage:

Wirtschaftliche Daten aus der Gegenwart und
der Vergangenheit

Annahmen uber das Zusammenwirken von
Daten

(Subjektives) Modell einer wirtschaftlichen
Entwicklung
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Herleitung quantitativer Aussag

Ausgang eines Fuliballspiels

Schalke wird das nachste Derby zu 90% gewinnen
Grundlage:
Derzeitiger Tabellenplatz
Derzeitige Starke der Mannschatft
Emotionale Bindung an den Verein

Subjektives Modell: Grad des Vertrauens, der im
weiteren Verlauf durch neue empirische Daten
erhartet oder revidiert wird.
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Herleitung quantitativer Aussag

Ergebnisse beim Wurf einer Reildzwecke
Die Reildzwecke fallt in 60% auf den Kopf

60% ist das Ergebnis wiederholter
Durchfuhrungen des Wurfes einer
Reildzwecke

Empirisches Modell: Stabilisierung der
Ergebnisse
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Herleitung quantitativer Aussag

Ergebnisse beim Wurf einer Munze

Kopf kommt in der Halfte aller Falle

Grundlage:
Theoretische Uberlegungen

,2Kopf* und ,Zahl” sind symmetrisch zueinander
und daher gleichberechtigt

Theoretisches Modell: symmetrisches
Experiment
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* 1. Subjektivistisches Modell

Basiert auf eigenen Erfahrungen
* Lernen aus Erfahrung
« Auch bei Vorgange, die nicht wiederholbar sind

— Theoretischer Ansatz,

« Wahrscheinlichkeiten werden vor Durchfuhrung des
Vorgangs aufgrund eigener Erfahrungen und/oder
personlicher (Wunsch) Vorstellungen getroffen und
durch nachfolgende Erfahrungen modifiziert

— Ziel: Aussagen zu machen uber
Wahrscheinlichkeiten kunftiger zufalliger
Ereignisse
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Subjektive Wahrscheinlichke

Subjektive Wahrscheinlichkeiten
Subjektives Mal} fur eine
personliche Einschatzung

Beispiele

Ausgang eines Fullballspiel
Zuverlassigkeit einer Person
Gefahrensituationen

Malf wird aufgrund von
Erfahrungen gebildet und
verandert.
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1. Subjektivistisches Modell

Probleme:
Abhangigkeit vom Individuum
Erfahrung und personliche Einschatzung
Fortlaufende Revision der Wahrscheinlichkeit

Schwer zu quantifizieren

Aber: haufig Grundlage fur wirtschaftliche und
personliche Entscheidungen
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Frequentistisches Modell

* Beispiele
* Quaderwurfeln
« Schweinchenwurfeln
* Reillzweckenwurfeln
» Wetterprognose
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Frequentistisches Model

» 2. frequentistische Wahrscheinlichkeit

— Basiert auf Erfahrung im Umgang mit zufalligen
Vorgangen
« Schwankungen der relativen Haufigkeiten nimmt mit
wachsenden Versuchswiederholungen ab
 Die relativen Haufigkeiten stabilisieren sich mit
wachsenden Versuchswiederholungen.
— Empirischer Ansatz
« Erkenntnisse werden nach Durchfuhrung eines
Zufallsexperiments gewonnen
— Ziel: Aussagen zu machen, uber die
?/Vahrscheinlichkeit, die dem Versuch zugrunde
legt.
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Wahrscheinlichkelit

Grundlage:
« Empirisches Gesetz der grol3en Zahlen

Die relativen Haufigkeiten eines zufalligen Ereignisses stabilisieren sich mit
zunehmender Wiederholung des zugrunde liegenden zufalligen Vorgangs.

Relative Haufigkeiten sind damit ein guter Schatzer fur
Wahrscheinlichkeiten

Aber: Relative Haufigkeiten unterliegen in kurzen Versuchsreihen grofderen
Schwankungen

 Lernenden mussen dafur ein ,Gefuhl” entwicke|n

— Einsicht schaffen: Der Zufall ist im Einzelfall nicht
kalkulierbar. Erst auf lange Sicht sind Erkenntnisse
moglich.

— Auf lange Sicht werden Muster sichtbar
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Wahrscheinlichkelit

Probleme:

Modell nur anwendbar, wenn das Zufallsexperiment
beliebig haufig wiederholbar ist

Gibt es stets eine ,,objektive” Wahrscheinlichkeit?

Lage der Reildzwecke
Anzahl der Madchengeburt
Dirk Nowitzkis Trefferwahrscheinlichkeit

Was heildt relative Haufigkeit stabilisiert sich mit
zunehmender Anzahl der Versuche?

kein Grenzwert im mathematischen Sinn
Wie grol3 muss die Anzahl der Versuche sein?
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3. Laplace Modell

— Basiert auf aus Vernunft gewonnenen
Eigenschaften

« Gleichwahrscheinlichkeit der Ereignisse wird
angenommen, wenn kein ausreichender Grund
dagegen spricht

« Symmetrieuberlegungen als Grundlage fur die
Gleichverteilung

— theoretischer Ansatz

 Erkenntnisse werden vor Durchfuhrung eines

Zufallsexperiments durch Uberlegungen gewonnen

— Ziel: Aussagen zu machen uber relative/ absolute
Haufigkeiten fur konkrete Durchfuhrungen eines
Zufallsversuchs
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3. Laplace Modell

Probleme:
Gleichwahrscheinlichkeit der Ereignisse wird
angenommen, wenn kein ausreichender Grund
dagegen spricht.
Gibt es die ideale Munze?

Zirkelschluss

Was Wahrscheinlichkeit ist, bleibt offen

Wir lernen ,nur” in einfachen Fallen
Wahrscheinlichkeiten zu berechnen

Die Anzahl der moglichen Falle muss endlich
grol} sein
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4. axiomatische Wahrscheinlich gp 2

Basiert auf einem mathematischen Modell, dessen
Eigenschaften axiomatisch vorgegeben werden.

Funktion P auf einer Ergebnismenge €2 mit den
Eigenschaften

Nichtnegativitat  pP(E)>0
Normiertheit P(Q)=1
Additivitat P(El UEz) — P(E1)+P(E2)

falls ENE, =0
Ziel:
Theoriegestutzte Analyse aller zufalliger
Ereignisse



theoretische
Uberlegung

Wahrscheinlichkeit als
Verhaltnis der Anzahi

ganstiger Falle zur An-
zahl moglicher Falle

beobachtete relative
Haufigkeit

Wahrscheinlichkeit als
Wert, um den sich

relative Haufigkeiten auf
lange Sicht stabilisieren

reale frequentistischer
Situation Zugang

subjektives
vertrauen

Wahrscheinlichkeit als

Grad des subjektiven
Vertrauens in das Ein-

treten eines Ereignisses

e

objektive
Wahrscheinlichkeit

Abb. 4: Unterschiedliche Modellierungen fur Wahrscheinlichkeit

Laakmann, Schnell, 2015
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Workshop

Erfahrungen mit unterschiedlichen Modellierungen
sammeln.

Tetraederwurfeln (das hohere Ergebnis gewinnt):
T™: 1114 T2: 0,1,2,3

Mit welchem Tetraeder hat man die grof3eren
Chancen zu gewinnen?

Subjektivistisch
Frequentistisch (mit und ohne Rechner)
Klassisch



Stochastik und 1hre Didaktik
Heinz Laakmann W

Simulation mit Rechnern

1. Simulierung eines Spieles
2. Simulierung vieler Spiele
3. Dokumentation vieler Spielergebnisse

4. Auswertung vieler Spielergebnisse
(graphisch und/oder algebraisch)

Die Punkte 1. - 3. sollten alle Lernenden mit
dem Rechner durchfuhren konnen.

4. Kann als fertige Datei zur Verfugung gestellt
werden
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Weitere Simulationsanlass

= \Warten auf die erste 6
= Wir addieren Stammbruche bis zur Summe 5

= \Wie viele Rosinenbrotchen erhalt man mit
100 Rosinen fur 50 Brotchen?

» Drei Kopfe in drei Munzwurfen



